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O GEOMETRIJSKOM MIXǈEǋU

Uvod

Akademik Grigorije Davidoviq Glejzer u svom radu ,,Geometrija u xko-
li“ objavǉenom u qasopisu Nastava matematike, XLII (1996), navodi sǉede²e:
,,Nedavno sam razgovarao sa svojim susedom, okretnim i radoznalim uqenikom
sedmog razreda osnovne xkole. On je izjavio da je predmet koji u xkoli najmaǌe
voli geometrija. Na moje pitaǌe, xta rade u xkoli na qasovima geometrije,
usledio je odgovor: ,,Dokazujemo teoreme“. Kada sam ga zamolio da doka¼e neku
od tih, on je bezuspexno pokuxavao da izvede teoremu o zbiru uglova u trouglu.
Zatim je prexao na lakxu teoremu o jednakosti uglova naleglih na osnovi je-
dnakokrakog trougla. Ali i tu je do¼iveo neuspeh, poxto nije mogao da objasni
da li je trougao ABC podudaran trouglu BCA. ,,Zar vam to nije jasno?“, rekao
je i nastavio ,,pa sa leve i desne strane je isti trougao. Meni je i ovako jasno,
ali nastavnica ipak tra¼i da se nexto dokazuje.“ Ovo nije xala. Pitajte bilo
kog uqenika koji je poqeo da uqi geometriju i on ²e re²i skoro isto. Opxte je
poznata qiǌenica da ve²ina uqenika nema interes za geometriju, a znaǌe ovog
predmeta se nalazi na nedopustivo niskom nivou. O tome govore i nastavnici i
profesori na fakultetima i sami uqenici.“ Iz ove male anegdote je vidǉivo
koliko je potreban drugaqiji pristup u predavaǌu geometrije.

Paradigme: Prirodno, intuitivno, formalno, aksiomatski

Istorija geometrije je obiǉe¼ena sa dva, na neki naqin kontradiktorna
trenda. Sa jedne strane, geometija koristi i tra¼i pomo² u kopiraǌu situacija
iz realnog i budu²eg ¼ivota. Sa druge strane, nakon objavǉivaǌa Euklido-
vih Elemenata, geometrija je vixe od dvije hiǉade godina prototip logiqko-
matematiqkog mixǉeǌa.

U ovom radu ²e biti iznesena mixǉeǌa metodiqara geometrije u samom kon-
ceptu predavaǌa geomerije u osnovnoj i sredǌoj xkoli i obrazovǌu budu²ih
nastavnika matematike.

Gore navedena kontradiktorna perspektiva se na neki naqin ogleda i u disku-
siji Houdement-a i Kuzniak-a [21], [22] koji, slijede²i Gonseth-a [15], razlikuju
tri pristupa razumjevaǌa geometrije:
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• Prirodna geometrija (Geometrija I), koja ima realan i osje²ajan svijet za
porijeklo izvora nepobitnosti. U ovoj geometriji, tvr±eǌa se opravdavaju
korixteǌem argumenata baziranih na eksperimentu i dedukciji.

• Prirodno-aksiomatska geometrija je arhetip klasiqne Euklidske geometri-
je. Ova geometrija (Geometija II) izgra±ena je na modelu bliskom realno-
sti, aksiomi su xto je mogu²e bliskiji intuiciji.

• Kada su aksiomi fiksirani, zahtijeva se da demonstracija tvr±eǌa bude za-
snovana na aksiomatskom sistemu, xto je neophodno za dovo±eǌe u formalnu
aksiomatsku geometriju (Geometrija III) koja je malo predstavǉena u oba-
veznom xkolovaǌu. Na ovom nivou su studenti koji studiraju matematiku i
koji su upoznati sa formalnim i logiqkim zakǉuqivaǌem.

Sagledavaju²i geometriju sa ovog stanovixta mo¼emo prona²i metod klasi-
fikacije geometrijskog mixǉeǌa. Ovaj metod ²e nam pomo²i pri interpretaciji
zadataka datih uqenicima, tako±e ga mo¼emo iskoristiti za klasifikaciju re-
zultata uqenika, a nastavnici ga mogu koristiti kao pomo² pri orijentaciji
u predavaǌu geometrije. Ovim se mo¼e ubla¼ati granica izme±u uqenikovog i
nastavnikovog svijeta (bar do odlaska na studije) i tako±e se uklaǌaju prepreke
izme±u linearne algebre / analitiqke geoimetrije koje su tako qesto daleko od
geometrijskog svijeta da ih studenti ne do¼ivǉavaju kao dio geometrije. Ova
tri principa tako±e dovode do pitaǌa da li su nastavnici u sredǌoj xkoli
kompetentni da razumiju geometriju na nivou Geometrija III.

Van Hiele-ova teorija o nivoima razumjevaǌa geometrije

Osim ovog pristupa imamo i va¼ne teoretske radove usmjerene na predavaǌe
i uqeǌe geometrije zasnovane na takozvanim ,,Van Hiele-ovim nivoima“, koje na-
vodimo:

Nivo 0 je nivo vizuelizacije. Uqenici na tom nivou iskǉuqivo na osnovu
percepcije baziraju svoje misli i na osnovu ǌih donose odluke, bez poznavaǌa
bilo kakvog razloga. Oni su u staǌu da prepoznaju geometrijske likove kao xto
su trougao, qetvorougao ili krug i da uoqe ǌihove osobine, ali ih ne koriste
za prepoznavaǌe i klasifikaciju.

Nivo 1 je nivo analiziraǌa. Uqenici poqiǌu da identifikuju osobine
likova i uqe kako da na pravilan naqin opixu povezanost osobina, ali ne prave
veze izme±u razliqitih oblika i ǌihovih osobina. Sporedne osobine, kao xto
su veliqina ili orjentacija, postaju maǌe va¼ni, jer uqenici su vjexti da se
fokusiraju na oblik unutar klase. U mogu²nosti su da promixǉaju koja svojstva
ima pravougaonik. Uqenici su na ovom nivou sposobni da razgovaraju o odnosima
izme±u likova i ǌihovih osobina. Kada opisuju neki objekat, razmixǉaju²i na
ovom nivou, oni nabrajaju sve ǌegove osobine, ali ne mogu da razgraniqe koje su
od ǌih potrebne a koje dovoǉne da ga opixu. Oni mogu da izvode zakǉuqke induk-
tivno na osnovu nekoliko primjera, ali jos uvijek ne mogu da koriste dedukciju.

Nivo 2 je nivo apstrakcije, ili kako ga neki nazivaju, nivo neformalne
dedukcije. Uqenici spoznaju odnose me±u osobinama geometrijskih oblika i na
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osnovu toga odnose me±u samim geometrijskim oblicima. Poqiǌu razmixǉati
deduktivno ali ne razumiju, jox uvijek, pravilo i znaqeǌe formalne dedukcije.
Na ovom nivou uqenici poqiǌu da razmixǉaju o tome xta je potrebno a xta
dovoǉno da se neki geometrijski lik opixe.

Nivo 3 je nivo dedukcije. Uqenici mogu identifikovati osobine likova,
konstruisati dokaze koriste±i iskaze, aksiome i definicije. Tipiqni sredǌo-
xkolski kursevi geometrije mogu da se organizuju na ovom nivou. Uqenici su u
mogu²nosti da upotrebǉavaju apstraktne pojmove i da izvode zakǉuqke koji su
zasnovani vixe na logici nego na intuiciji.

Nivo 4 su nazvali nivo strogosti. Na ovom nivou uqenici su u mogu²nosti
da razumiju konzistenstnost, nezavisnost i kompletnost aksiomatskog sistema,
i da porede matematiqke sisteme. Tako±e, mogu da razumiju indirektno doka-
zivaǌe, dokazivaǌe korisceǌem kontrapozicije, te da razumiju geometrijske si-
steme koji nisu Euklidski (kao xto je npr. sistem geometrije Lobaqevskog kod
koje su geometrijski likovi smjexteni na sferu a ne u ravan kao kod Euklidske
geometrije). Na ovom nivou se rade kursevi iz geometrije na fakultetu.

Porijeklo matematiqkog mixǉeǌa

U svom quvenom qlanku [29] iz 2003. godine o porijeklu matematiqkog mix-
ǉeǌa, Uri Leron je postavio pitaǌe ,,Da li je matematiko mixǉeǌe jedna
prirodna ekstenzija kolektivnog smisla, ili je to potpuno odvojena vr-
sta mixǉeǌa?“ Naravno da su mogu²i odgovori na ovo pitaǌe od posebnog
interesa radi teorijskog saznaǌa ali i iz praktiqnig razloga. Teorijski, ovo
je va¼no pitaǌe kao specijalan sluqaj opxteg pitaǌa o tome kako funkcionixe
mixǉeǌe. Praktiqno, jasno je da odgovor na gorǌe pitaǌe ima znaqajne edu-
kativne implikacije. Oslaǌaju²i se na istra¼ivaǌa Dehaene-a [5], Lakoff-a i
Nunez-a [26], Devlina-a [6] i Cosmidese-a i Tooby-a [8], Uri Leron razluquje tri
nivoa matematike: tzv. rudimentirana aritmetika, informalna matematika i
formalna matematika, svaka sa svojim specifiqnim (razliqitim) mehanizmima
mixǉeǌa. Specifiqnost ovdje iznesenog mixǉeǌa je tvr±eǌe da se svako ǉudsko
bi²e ra±a sa nekim rudimentiranim znaǌem matematike:

1. Sa tri ili qetri dana beba mo¼e praviti razliku izme±u kolekcije od
dva i kolekcije od tri objekta.

2. Sa qetri i/ili pet mjeseci beba ’mo¼e re²i’ da je jedan vixe jedan jednako
dva kao i da je dva minus jedan jednako jedan.

3. Ove sposobnosti nisu vezane za sposobnost gledaǌa. Bebe mogu tako±e
razlikovati broj signala. Sa tri i/ili qetiri dana bebe mogu razlikovati
zvukove od dva od zvukove od tri glasa.

4. I, oko sedam mjeseci bebe mogu raspoznavati numeriqke ekvivalencije
izme±u nizova objekata i zvukova istog broja.
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Registri semiotiqkih reprezentacija

Figura, u smislu najopxtijeg objekta geometrije (ili 2D ili 3D), mo¼e
biti predstavǉena na mnogo naqina. Mi mo¼emo razlikovatitri glavne grupe
semiotiqkih1 reprezentacija2:
• materijalna reprezentacija figure izra±ene od papira, plastelina, dr-

veta, kartona;
• nacrtana reprezentacija (koriste²i se papirom i olovkom, kompjuterom

upotrebǉavaju²i geometrijski softver); i
• diskurzivna reprezentacija -- reprezentcija logiqkog zakǉuqivaǌa koja

opisuje figure koriste²i pomijexano i prirodni i formalni jezik.
Svaki popis nosi svoju internu funkciju, sa pravilima koja su maǌe ili

vixe eksplicitna. Kako god, studenti se prebacuju iz jednog registra u drugi,
ponekad eksplicitno, ponekad implicitno, a ponekad nazad i naprijed.

Pitaǌa o registrima semiotiqkih reprezentacija i kognitivnih procesa
najvixe je prouqavao Duval [12]. On navodi (definixe): ,,semiotiqka reprezen-
tacija je proizvod napravǉen da koristi obiǉe¼ja koja pripadaju sistemu repre-
zentacija pri qemu ima vlastita ograniqeǌa razumijevaǌa i funkcionisaǌa“.
Semiotiqke reprezentacije su neophodne u matematiqkim aktivnostima, budu²i
da se matematiqki objekti ne mogu direktno uoqavati i, prema tome, moraju se
predstavǉati. Podvucimo Duval-ovo tvr±eǌe da: ,,semiotiqke reprezentacije
nisu samo ispoǉavaǌe mentalnih reprezentacija u komunikaciji ve² imaju i ne-
ka suxtinska svojstva za kognitivne aktivnosti mixǉeǌa“. On ovdje razlikuje
semiosis – sa¼imaǌe ili proizvodǌa mentalnih reprezentacija, od noeisis – kon-
ceptualno sa¼imaǌe nekog obekta xto odr¼ava ǌihovu neodjeǉivu bitnost. U
kognitivne aktivnosti, ukǉuquju²i semiosis, on navodi tri tipa aktivnosti:
• formiraǌe reprezentacija, koje mogu biti identifikovane kao sadr¼aj da-

tih registara,
• procesuiraǌe i transformacija reprezentacija unutar registrara u ko-

jima su kreirane, i
• konverzija, tj. transformacija semiotiqkih reprezentacija iz jednog regi-

stra u drugi.
Posebno je va¼na tre²a aktivnost za opisivaǌe tako potrebnih prolaza za

koordinaciju registara dodanih u neki koncept. Qini se da su prve dvije aktiv-
nosti ukǉuqene u nastavu matematike, dok se tre²a ugavnom zanemaruje. Duval je

1 Semiotika (grq. semeiotikos: koji se obazire na znakove) jeste teorija o znakovima i sim-
bolima, odnosno prouqavaǌu naqina na koji funkcioniraju znakovni sistemi. Upotrebom znakova,
upu²uje se, navodi na nexto drugo, xto nije neposredno zamjetǉivo. Posebno se bavi jeziqkim zna-
kovima, odnosima izme±u logike i jezika, me±uodnosima raznih znakova i odnosima izme±u znakova
te ǌihovih znaqeǌskih sadr¼aja. Semiotika zahtijeva poznavaǌe razliqitih lingvistiqkih, filo-
zofskih i logiqkih sistema.

2 Simboliqka funkcija je specifiqna ǉudska sposobnost predstavǉaǌa pomo²u simboliqkih
sredstava neqeg drugog xto je raliqito od ǌih samih. Simboliqka reprezentacija je osnovna funkci-
ja svijesti. To je opxta sposobnost sticaǌa i korixteǌa znakova, semiotiqkih sistema i izvo±eǌa
semiotiqkih operacija.
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pokazao da mnoge studentske potexko²e le¼e u ǌihovoj nesposobnosti za izvedu
konverzaciju izme±u registara semiotiqkih reprezentacija. On tako±e tvrdi da
je sposobnost konverzacije suxtinski uslov za poimaǌe i promixǉaǌe.

U drugom tekstu [13] Duval usmjerava svoj rad na prouqavaǌe razliqitih pu-
teva funkcionisaǌa figura u geometriji. On razmatra qetiri tipa razumjevaǌa
figura.

Najdirektnije je perceptivno razumijevaǌe, koje odmah dopuxta da se prepo-
znaju forme objekta prema gextalistiqkoj (paradoksalna teorija promjene) or-
ganizaciji zakona i unutraxǌo-figuralnim indikatorima.

Neintuitivno razumijevaǌe je u potpunosti jednostavno, figure se vide kroz
verbalan opis (neka je ABC trougao sa pravim uglom kod vrha A, . . . ) koji
izriqito jasno opisuju neku osobinu. U stvari, geometrijske osobine, doslovno
reqeno, oqite ili nacrtane, moraju biti dane u hipotezi ili zakonu i dokazane
pomo²u dedukcije.

Sekvencijalno (serijsko) razmixǉaǌe uskla±uje korake i ǌihov poredak,
ve² prema tome koja figura treba biti konstruisana. Oslaǌa se na osobine
figure, ali tako±e i na tipove korixtenih instrumenata i slabosti tehniqke
ograniqenosti. Aktivnosti najqex²e koriste i posredne konstrukcije i eksterne
kontrole, koriste²i modifikovano znaǌe o osobinama koje objekti prezentuju.

Operativno razumijevaǌe je najvixe komplikovano.
Duval, kao i Polya [31], predla¼e dvojno prikazivaǌe ,,ideja“ za rjexeǌe

problema. Uporixte nalazi u mogu²nosti modifikacije figura (da se razliqiti
dijelovi mogu preurediti kao pazle, mjeǌajucu im veliqinu, premjestaju²i ih u
nove pozicije) .

Didaktiqke potexko�e

Didaktiqke potexko²e u sva qetiri modela razmixǉaǌa, najvixe u zadǌa
tri, igraju vrlo razliqitu ulogu u uqeǌu geometrije. Kako god, one ostaju
znatno nezavisne i mogu²nost ǌihovog premjextaja je ograniqena. Uprkos in-
tenzivnom trenigu i predavaǌu i nizu savremenih razmixǉaǌa, nema transfera
kompentencija i heuristiqkog korixteǌa figura, koje bi zadovoǉile operativ-
no razumjevaǌe. Ustvari, ,, . . . ovo je heuristiqki figurativni proces koji je
nezavistan od konstruisanih razlo¼nih aktivnosti, sa druge strane on koristi
registre figura kao sredsvo za reprezentaciju procesa razmixǉaǌa kao formu
xto direktnijeg pristupa. Ipak, ovaj figuralni proces mo¼e biti nejasan qak
i vrlo te¼ak za razumjevaǌe mnogim studentima.“

Razmatraǌa pitaǌa o registrima se nalaze u mnogim radovima i navodimo
neke od ǌih.

Teoretski modeli utemeǉeni na osnovu Houdement-ovih i Kuzniak-ovih spe-
cifiqnosti koriste figure i jezik za svaki od tri nivoa geometrije. Pokazuju
kako neka figura i neki verbalni opis mogu biti neshva²eni na razliqitim ni-
voima, a i otkrivaju na koje se potexko²e nailazi u razumijevaǌu razliqitih
modela predstavǉaǌa geometrijskih objekata.
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Vighi [35], Acuña-Soto [1] i Larios-Osorio [28] doprinijeli su prikazu da uqe-
nici imaju nedvojbene potexko²e u ǌihovim slikovitim reprezentacijama, qak i
na percetipnom nivou (trougao je najqex²e vi±en kao jednakokraki). Xtavixe,
Vighi je pokazala da se rijeq trougao odnosi na mnoge objekte iz svakodnevnog
¼ivota ted a su ti objektio zapreka za konstrukciju koncepta trougla.

Lanciano [27] se osvr²e na konstrukciju instrumenata. Misao vodiǉa ǌenog
rada je da se napravi reprezentacija instrumenata koji su za studente i ope-
rativni i konstruktivni. Ona navodi hipotezu da ono xto se mo¼e naslutiti
inteligencijom predstavǉa veoma produktivnu mogu²nost.

Kurina [25] je zainteresovan za heuristiqku snagu figura u geometrijskom
mixǉeǌu. ǋegov rad sadr¼i vixe primjerima snage operativnog razumijevaǌa
figura i rijexenih problema.

Cohen [3] i Baco [2] svoj doprinos ovim razmatraǌima su dali u prostornoj
reprezentaciji. Oni su ukazali na niz potexko²a kod studenata u razumjevaǌu
vizualizacije me±usobnog odnosa taqaka, pravih, povrxi i ravni. ǋihov bitan
udio u razumjevaǌu geometrijskog mixǉeǌa je prezentacija prostornih objekata.

Bitno je spomenuti i Guedet-Chartier-inu [16] zainteresovanost za ovo pi-
taǌe, to jest ǌenu reprezentaciju geomerijskih objekata (crte¼i najvixe) i kon-
cept linearne algebre. Koriste²i Fischbein-ovu teoriju3, ona je prezentovala
da studenti imaju velike potexko²e u korixteǌu figura zbog intuitivne baze
i apstraktnog koncepta. Ona, tako±e, istiqe varijacije interpretacija samog
crtaǌa koje mo¼e predstaviti razliqite situacije u geometriji i u linearnoj
algebri.

U Rolet-inom eksperimentu [33] isti zadatak je ponu±en na tri razliqita
naqina. U svakom nivou je registar reprezentacija razliqit i prikazuje uqin-
kovite akcije studenata tokom rjexavaǌa.

Konaqno, Perrin-Glorian-in eksperiment [30] pokazuje potexko²e uqenika ko-
je imaju u predstavǉaǌu crte¼a u ravni qiji je neki dio izbrisan. Oni moraju
nadvladati perceptivni nivo i poraditi da dostignu nivo zakǉuqivaǌa u repre-
zentaciji figura neophodnih za redosǉed ispuǌavaǌa zadatka.

Istaknimo sada neke sugestije kada koristiti priruqni materijal, kompju-
ter i naqine ǌihovog korixteǌa. Korixteǌe didaktiqkog materijala je vrlo
konvencionalno i u osnovnoj i u sredǌoj xkoli. Postoji mnogo literature koja
prikazuje kontiuniran trud odre±enih matematiqkih edukatora kroz dug period
istra¼ivaǌa, predavaǌa i uqeǌa geometrije pomo²u manipulacije kompjuterom

3 Teorija razumne akcije ili teorija razumnog djelovaǌa (The theory of reasoned action) je
konstrukt dva autora – I. Ajzen-a i M. Fishbein-a 1975. i 1980. Po autorima teorije dobrovoǉno
ponaxaǌe osobe zavisi od ǌegovog/ǌenog stava prema radǌi i subjektivnog stava o istoj. Subjek-
tivan stav ili norma je u suxtini percepcija reakcije i mixǉeǌa drugih o radǌi. Zajedno ova dva
faktora dovode do namjere o ponaxaǌu odnosno delaǌu u krajǌoj instanci (Ponaxaǌe = Stav +
Subjektivne norme). Autori istiqu da efekat subjektivnih normi na ponaxaǌe individue zavisi od
znaqaja koji osoba pripisuje mixǉeǌu drugih (ako nekoj individui nije stalo do mixǉeǌa drugih,
ta osoba ne²e ni razmatrati subjektivne norme pri donoxeǌu odluke). Praktiqno za svaku osobu
bi trebalo utvrditi koji je intezitet subjektivnih normi, a koji stava pri procjeni da li ²e ta
individua uqiniti nexto.
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i drugim alatima. Na poqetku sedamdesetih osje²a se dominantnost ,,moderne
matematike“, pojavǉuju se matematiqki edukatori poput Z.P. Dienes-a [7], [9].
On opisuje paradigme u ,,modernoj matematici“, procese uqeǌa apstraktnih ma-
tematiqkih koncepata i struktura na djeqijem uzrastu. On sve ove procese i
paradigme objediǌuje u qetiri principa za uqeǌe matematike (dinamiqki prin-
cip, perceptivno-varijabilni princip, matematiqki varijabilni princip, kon-
struktivni princip) i xest etapa uqeǌa matemaike (slobodno igraǌe, igraǌe po
pravilima, upore±ivaǌe, prezentovaǌe, simbolizacija, formalizacija). Prema
Dienes-u djeca uqe matematiku igraju²i struktuirane igre i koriste²i mani-
pulativne alate kao fundamentalne dijelove u prva dva principa i u prve tri
etape.

Van Hieli-jevi nivoi naglaxavaju va¼nost korixteǌa instrumenata,u skla-
du sa modelom i sa obzirom da djeqje zakǉuqivaǌe na prvom, drugom i tre²em
nivou zahtjeva fiziqke objekte, instrumente ili slike koje im poma¼u da rijexe
zadatak i organizuju svoje razmixǉaǌe.

- Djeca na prvom nivou (nivo 0, u Kuzniak i Haudment-ovoj notaciji) uoqa-
vaju geometrijske objekte kao fiziqke identitete, dakle oni uqe geometriju samo
u interakciji sa realnim objektima, slikama, itd.

- Djeca na drugom nivou su sposobna da istra¼uju i generalizuju osobine u
geometrijskom konceptu na osnovu induktivnog zakǉuqivaǌa iz ǌihovih opa¼aǌa
i vixe primjera, koriste instrumente i crte¼e kao bau za tok razmixǉaǌa.

- Djeca na tre²em nivou poqiǌu sa stvaraju apstraktne deduktivne zakǉuqke,
ali jox uvijek trebaju konkretne reprezentacije (kompjutersko predoqavaǌe, sli-
ke, crte¼i, fiziqki objekti) da mogu organizovati svoje deduktivne argumente.

U svom radu [14] Duval opisuje predavaǌe i uqeǌe geometrije u odnosu na
kognitivnu stranu i podrazumjeva tri kognitivna nivoa od kojih svaki ima svoje
specifiqnosti:

- vizualizacija tra¼i reprezentaciju u dvodimenzionalnom i trodimenzio-
nanom prostoru;

- konstrukcija modela koji reprezentuju geometrijske stukture

- zakǉuqivaǌe koje se zasniva na organizovanom opisu ili argumentovanoj
raspravi.

Za obavǉaǌe vizualizacije i konstrukcije uqenici moraju manipulisati in-
strumentima, iscrtavati slike na papiru ili pomo²u raqunara. Tako±e neki
tipovi procesa zakǉuqivaǌa, ne moraju biti u potpunosti apstraktni, uqenici
mogu, da bi donijeli zakǉuqke, koristiti instrumente kako bi stvorili osnovu
za zakǉuqivaǌe.

Vrlo je interesantan rad Bako koja je eksperimentisala sa predavaǌima
u osnovnoj xkoli, rade²i sa nekoliko tipova reprezentacije trodimenzional-
nog prostora, ¼ele²i da ustanovi da li je neki od ǌih pogodniji od drugog.
Naime, ona je upore±ivala korisnost aksinometrijskog, centralnog ili ortogo-
nalnog projektovaǌa da rijexi problem pronalska podudarnih, ali razliqitih
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naqina za presijecaǌe kocke razliqitim ravnima dobijen pomo²u ili transpa-
rentnog modela kocke ili pomo²u specifiqnog kompjuterskog programa. Bako je
zakǉuqila da je komjuter efikasniji u pronala¼eǌu razliqitih presijecaǌa, dok
su manipulativni modeli daleko korisniji u pronala¼eǌu naqina za dobijena
presijecaǌa.

Va¼no je da spomenemo i rad N. Lanciano. Ona je usmjerila svoju pa¼ǌu da
obuqi budu²e uqiteǉe da koriste i konstruktivnost i manipulativnost u svojim
predavaǌima. U ovom eksperimentu ona je zahtijevala od budu²ih nastavnika da
naprave razliqite klasiqne rukotvorine koriste²i uoqene taqke u prostoru.

Rolet-ini radovi pokazuju neophodnost uzajamne povezanosti izme±u ,,radnog
prostora“ studentskih radova i instrumenata koje koriste. Njen eksperiment je
proveden na djeci osnovnoxkolskog uzrasta koji su iz danog materijala treba-
lo da naprave qetiri razliqite kocke u razliqitim ,,radnim prostorima“ (pod,
veliki komad papira, mali komad papira, programski jezik Cabrio). Mjeǌaju²i
veliqinu radnog prostora i instrumenata uqenicima, uvidjela je da im ovo po-
ma¼e da se sa nivoa osje²ajnog prostora (izvo±eǌem opipǉivih geometrijskih
eksperimenata) prebace u geometrijski prostor (apstraktna geometrija).

Prostorna geometrija

Prostorna geometrija je uvijek te¼ak predmet, kako u obaveznom xkolovaǌu,
tako i na fakultetima u svakoj zemǉi. Sa jedne strane, trodimenzionalni objek-
ti su dio naxeg svakodnevnog ¼ivota, ali sa druge strane, ǌih najqex²e pred-
stavǉamo pomo²u dvodimenzionalnih slika. Zaista naxe razumijevaǌe trodi-
menzionalne geometrije je u tijesnoj povezanosti sa razumijevaǌem dvodimenzi-
onalne geometrije. Kako god, u nekim sluqajevima, nesuglasica izme±u naxeg
poznavaǌa geometrijskog prostora i naxeg intuitivnog poimaǌa prostora mo¼e
biti korijen dubokom nerazumjevaǌu. O ovom pitaǌu nailazimo nekoliko radova,
a posebno istiqemo sǉede²e.

U svom radu Doan Huu [10] istiqe da su mnogi studenti prirodno nadareni
da transformixu teoreme iz dvodimenzionalne geometrije u trodimenzionalnu
geometriju. U radu se istiqe jaka tendencija da, koriste²i se analognim raz-
mixǉaǌem, studenti realne potexko²e suoqe teoremama koje znaju u dvodimenzi-
onalnoj geometriji sa ǌihovim intuitivnim poimaǌem prostora. Ako studenti
ne mogu da izgrade shvataǌe teorema u dvodimenzionalnoj geometriji nezavisno
od ǌenog figurativnog predstavǉaǌa i prikaza, ima²e probleme shvataǌa. U
suxtini vrlo je texko prebacivaǌe iz dvodimenzionalnog u trodimenzionalno
imaju²i kao osnovu figurativnu transpoziciju. Za ovo je potrebna ve²a konce-
ptualna pozadina. Za razumijevaǌe trodimenzionalne geometrije glavnu ulogu
ima opet rasvjetǉavaǌe naxeg znaǌa iz dvodimenzionalne geometrije i odre±ene
otvorenosti, na jox oqitiji, mo¼da krucijalniji prikaz objekata.

Cohen-in rad [3] dijeli ovaj problem na pitaǌa o relacijama izme±u taqaka,
pravih, ravni i prostora. Ona je eksperimentisala sa procesom poduqavaǌa
sa konkretnim manipulativnim objektima izgra±enim od plastelina i plastike,
potiqu²i studente da trodimenzionalne predmete vide kao realne objekte.
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Bako je svoje interesovaǌe o ovom problemu usmjerila na reprezentaciju
ravni kao trodimenzionalnog objekta. U tom smislu, ona tvrdi da se centralna
projekcija mo¼e korisiti kao alternativa aksonometrijskoj projekciji. Dakle,
ona je pravila eksperimente koriste²i kompjuterski softver i konkretne objekte
da bi zakǉuqila da ni jedan od dva tipa reprezentacije (bilo aksonometrijska
ili centralna projekcija) ne daje boǉe rezultate. Uistinu studenti imaju qe-
sto velike potexko²e u vi±eǌu prostora, a odatle i nerazumjevaǌe pravila iz
prezentacija crte¼om prostornih objekata.

Lanciano-in eksperiment je interesantan u smislu da je usmjeravala stu-
dentski rad u meco-prostore, gdje ǌihove akcije i ǌihov osje²aj za prostor mogu
da rasvijetle trodimenzionalne objekte.

U Gueudet-Chartier-inom radu nisu ukǉuqeni samo trodimenzionalni objek-
ti nego i vixedimenzionalni objekti linearne algebre. Prototip situacije se
ogleda u ukǉuqeǌu vektore kojim se koristi da bi predstavila crte¼e u dvodi-
menzionalnom ili trodimenzijonalnom prostoru. Crte¼i nisu jedini reprezen-
tatori geometrijskih situacija, ali su paradigmatski model (u Fischbein-ovom
smislu) za vixe uobiqajenih situcija.

Xta bi trebalo da znaju uqiteǉi i
nastavnici – predavaqi geometrije

Imaju²i u vidu sve naprijed izlo¼eno, osvrnimo se i na obrazovaǌe budu²ih
nastavnika geometrije, odnosno kakve potexko²e treba da budu prevazi±ene radi
xto kvalitetnijeg obrazovaǌa iz geometrije u osnovnoj i sredǌoj xkoli. Posto-
ji nekoliko razloga za ovakvu situaciju: siromaxan nastavni program iz geome-
trije u obaveznim uebenicima i literaturi, slaba organizacija sadr¼aja sa na-
znaqenim aspektom memorisaǌa (definicije, formule, . . . ), nedostatak upotrebe
instrumenata i drugog didaktiqkog alata, posmatraǌe geometrije kao sekundar-
nog (maǌe va¼nog) dijela xkolske matematike koji se mo¼e izbje²i i nixta maǌe
znaqajno siromaxno znaǌe iz geometrije mnogih nastavnika.

Sve ovo kao posǉedicu ima da mnogi studenti koji se odluquju za poziv
nastavnika matematike imaju vrlo loxu podlogu iz geometrije, xto na mnoge
naqine onemogu²ava ǌihovo xkolovaǌe. Na nesre²u, kada ovi studenti do±u do
zvaǌa nastavnika, oni prenose svoje grexke, nerazumijevaǌa, negativna ubje±eǌa
na svoje uqenike.

Ozbiǉan problem u uqeǌu geometrije je prenos konceptualnih grexaka na
studente (najqex²e na podsvjestan naqin). Jedna takva situacija je korixteǌe
prototipskih primjera iz ubenika od strane predavaqa. R. Hershkowitz i S.
Vinner o tome iznose svoje promixǉaǌe u vixe svojih qlanaka [18–20], [36]. U
tijesnoj vezi sa ovim je i rad Nitse Cohen, u kojem on prezentuje istra¼ivaǌe
na temu klasifikacija i indentifikacija ploha i pravih linija u prostoru,
preferiraju²i da budu²i uqiteǉi mogu da rijexe problem identifikacijom i
iscrtavaǌem okomitih ili paralelnih linija i povrxi.

Kritiqno pitaǌe, u odnosu na navedno je kako formirati budu²e nastavnike
matematike (osnovna i sredǌa xkola) tj, kako odluqiti koja matematiqka znaǌa
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trebaju imati i koji kvalitet matematiqkog razmixǉaǌa su sposobni da proiz-
vedu. Opxte prihva²eno je jedno univerzalno pravilo da bi nastavnici trebalo
da znaju mnogo na dubokom nivou da bi bili sposobni predavati. Van Hiele-ovi
nivoi imaju dobre reference da odgovore na ovo pitaǌe. Naime, nastavnici mo-
raju rezonovati bar za jedan nivo vixe od ǌihovih uqenika (ali tako±e moraju
biti sposobni da djeluju sa svojim studentima na ǌihovom nivou). Dakle, na-
stavnici u osnovnoj xkoli bi trebali biti (bar) na tre²em nivou, nastavnici u
sredǌoj xkoli (bar) na qetvrtom nivou.

Drugi teoretiqari oslaǌaju²i se na Van Hiele-ijeve nivoe i Kuzniak i
Houdement-ov rad, definixu paradigme karakteristiqnih razliqitosti za ge-
ometriju, to su razliqiti predlo¼ci i organizacije sadr¼aja, razliqiti pute-
vi interakcije, komunikacije i razmixǉaǌa. Uzimaju²i ove modele, nastavni-
ci osnovne xkole trebaju biti na drugoj paradigmi (geometrija II), nastavnici
sredǌe xkole na tre²oj paradigmi (geometrija III).

Dakle mo¼emo zakǉuqiti da perspektivni nastavnici u osnovnoj i sredǌoj
xkoli mora da savladaju kako da koriste razliqite didaktiqke elemente u raz-
nim matematiqkim oblastima, da ih znaju prilagoditi u svojim razredima i da
stvaraju nove. Obuqavaǌe nastavnika kao perspektivnih predavaqa le¼i u uqeǌu
veza izme±u apstraktnog geometrijskog koncepata i konkretne reprezentacije koja
²e uqenike poticati na otkrivaǌe geometrijskih modela u svakodnevnom ¼ivotu.
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15. F. Gonseth, La géométrie et le probléme de l’espace, Lausanne: Le Griffon, 1945–1955.

16. Gh. Gueudet-Chartier, Geometric thinking in an n-space, CERME 3, Working group 7, 10
pp.

17. J.L. Heilbron, Geometry Civilized. Oxford, U.K.: Oxford University Press, 1998.

18. R. Hershkowitz, Visualization in geometry—two sides of the coin, Focus on Learning Problems
in Mathematics 11.1 (1989), 61–76.

19. R. Hershkowitz, Psychological aspects of learning geometry, in: Nesher, P., Kilpatrick, J. (eds.),
Mathematics and cognition, Cambridge, U.K.: Cambridge U.P., 1990, pp. 70–95.

20. R. Hershkowitz, S. Vinner, Children’s concept in elementary geometry—A reflection of teac-
her’s concepts?, Proceedings of the 8th PME Conference, 63–69, 1984.

21. C. Houdement, A. Kuzniak, Un exemple de cadre conceptuel pour l’etude l’enseignement de
la géométrie en formations des maitres, Educational Srudies in Mathematics, 40, 3 (1999),
283–312.

22. C. Houdement, A. Kuzniak, Elementary geometry split into different geometrical paradigms,
CERME 3, Tematik group 7, 9 pp, 28 February–3 March, 2003.

23. E.H. Kónya, The concept of orientation, CERME 3, Tematik group 7, 28 February–3 March,
2003.

24. A. Kuzniak, A. Gagatsis, M. Ludwig and C. Marchini, From geometrical thinking to geome-
trical work, CERME 5 (2007), Working group 7, 955–961.

25. F. Kurina, Geometry—the resource of opportunities, CERME 3, Working group 7, 10 pp.

26. G. Lakoff, R. Nunez, Where Mathematics Comes From: How the Embodied Mind Brings
Mathematics into Being, Basic Books, 2000.

27. N. Lanciano, The processes and difficulties of teachers trainees in the construction of concepts,
and related didactic material, for teaching geometry, CERME 3, Working group 7, 10 pp.

28. V. Larios-Osorio, Geometrical rigidity: an obstacle in using dynamic geometry software in a
geometry course, CERME 3, Working group 7, 10 pp.

29. U. Leron, Origin of mathematical thinking: a synthesis, CERME 3, Tematik group 1, 8 pp.

30. M.-J. Perrin-Glorian, Studying geometric figures at primary schools – From surfaces to points,
CERME 3, Working group 7, 10 pp.

31. G. Polya, How to Solve It [French translation: Comment poser et résoudre un problème, Paris:
Dunod, 1965].
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